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Barem clasa a IV-a

Se acorda 10 p din oficiu
Partea I (60 puncte) Se acordd 7,5 p pentru fiecare raspuns corect

L. | o
2. d)
3. d)
4. b)
3 d) »
6. a)
s b)
8 e)

Partea a I1-a (30 puncte)
Problema 9
Michelle are o cutie cu treizeci de bile colorate (rosii, albe si verzi). Intr-o zi, merge la joacd la un
prieten si ia cu ea cinci bile rosii, opt albe si sapte verzi, dar la intoarcere constatd cd a pierdut cinci
bile. A doua zi, merge din nou si ia cu ea zece bile rosii, doud albe si opt verzi. Din fericire, gaseste
la prietenul sdu patru din bilele pierdute, toate erau verzi. Céte bile din fiecare culoare a avut
Michelle initial ? Ce culoare avea bila pierduta ?

Michelle a pierdut 5 bile: 4 verzi, iar a 5-a bila poate fi verde, rosie sau alba.

Cénd a plecat prima datd la prietenul sdu, a luat cu ea 20 de bile, 10 bile raménand acasa.

Daca a 5-a bila pierduta ar fi fost tot verde, atunci ea are acum acasd 5 bile rosii, 8 albe, 2
verzi, plus cele 10 bile. Cum a doua oara pleaca cu 10 bile rosii, 2 albe si 8 verzi, inseamna cé din
cele 10 bile, 5 ar fi trebuit sa fie rosii si 6 verzi, in total 11 bile > 10 bile (contradictie) = a 5-a bila
pierdutd nu poate fi verde.........ccooovoiiiiiiiiiii 10 p

Daci a 5-a bil pierdutd ar fi fost rogie, atunci ea are acum acasd 4 bile rosii, 8 albe, 3 verzi,
plus cele 10 bile. Cum a doua oari pleaca cu 10 bile rosii, 2 albe si 8 verzi, inseamna ca din cele 10
bile, 6 ar fi trebuit sa fie rosii si 5 verzi, in total 11 bile > 10 bile (contradictie) = a 5-a bila

plerdutd nu poate fl TOSI8:wummusimn s sk 3655 ...1().p“ -
Daca a 5-a bild pierduta ar fi fost alba, atunci ea are acum acasa 5 bile rosii, 7 albe, 3 verzi,

plus cele 10 bile. Cum a doua oaré pleaca cu 10 bile rosii, 2 albe si 8 verzi, inseamna ca cele 10 bile
sunt 5 rosii i 5 verzi (verifica enuntul problemen).......ooviiin 5p ]
Deci, initial a avut 10 bile rosii, 12 verzi si 8 albe, iar bila pierduta era albé...... Sp
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Barem clasa a V-a

Se acordd 10 p din oficiu
Partea 1 (60 puncte) Se acordd 7,5 p pentru fiecare raspuns corect

Partea a I1-a (30 puncte)

Problema 9 :
Pe tabla sunt scrise trei numere naturale nenule. profesorul de matematicd da urmatoarele
sarcini elevilor: lui Andrei: sa imparta numerele scrise pe tabla la 5, lui Bogdan, sa adune
dou cate doud numerele scrise pe tabla si sd imparta rezultatele obtinute la 5, iar Jui Cosmin,
< adune toate numerele i sa imparta rezultatul la 5. In urma impartirilor, Andrei a obtinut
resturi egale cu 3 si cu 4, iar Bogdan a obtinut resturi egale cu 2 si cu 3

c) Aflati ceresta obtinut Cosmin?
d) Determinati numerele scrise pe tabla stiind ca Andrei a obtinut drept caturi numere
consecutive, iar Cosmin a obtinut catul 23.

Solutie: a) Notdam numerele scrise pe tabla cua, b sic.
Andrei a obtinut resturi egale cu 3 gicu 4. deci sunt posibile doud cazuri:
¢ doua numere, si zicem a si b, dau resturi egale cu 3 si ¢ da restul 4, decia=
5m+3,b=5n+3sic= Sp+4, unde m, 0, p € N. Obtinem a+b = Sm+5n+6 =
5(m+n+1)+1, ceea ce inseamna c& restul impartirii lui a+b la 5 este 1,1n
contradictie cu ce a obtinut T R Sp
+  dous numere, sa zicem a §i b, dau resturi egale cu 4 sicda restul 3, decia=
Sm+4,b=5n+t4sic= Sp+3,unde m, n,p € N. in acest caz se verifica ceea €€
a obtinut Bogdan: impartite la 5, numerele a+c si bre dau restul 2, iar at+b da
A R M e Sp

Rezultd cd atbtc = Sm+Sn+Sp+il= S(m-+n+p+2)+1, deci restul impartirii sumel
qumerelor scrise pe tablé 12 5 este egal cu 1, iar catul este MANHP 2o Sp
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b)Cosmin a obtinut catul 23, deci m+n+p+2 = 23, adicd m+n+p=21.

Notand cu k cel mai mic cat obtinut de Andrei, rezulta ca numerele m, n, p sunt egale cuk,
k+1 si k+2 (nu se stie insa in care ordine!). Ca urmare, m+n+p = ktk+1+k+2=3k+3, rezultd
o o G RN st s et g e o R T S5p

Asadar, Andrei a obtinut caturile 6,7,85si resturile 3, 4, 4. Obtinem trel solutii:

. daca restul 3 se obtine atunci cand catul este 6, numerele sunt 5.6+3, 5-7+4, 5-8+4,
adica 33, 39 si 44. ‘

_ daca restul 3 se obtine atunci cand cétul este 7, numerele sunt 5.6+4, 5-7+3, 5-8+4,
adica 34, 38 si 44. _

. daca restul 3 se obtine atunci cand catul este 8, numerele sunt 5-6+4, 5-7+4, 5-8+3,
adicd 34, 39 143 e R e L 10p




Barem clasa a VI-a '
Se acorda 10 p din oficiu
Partea 1 (60 puncte) Se acorda 7,5 p pentru fiecare raspuns corect

c) \

Pa:'—t_ga":\—IT—am(—S—O_[;Jncte)
Problema 9

Se considera triunghiul dreptunghic 4BC, cu 4A = 90°si AD L BC, unde punctul D
se afla intre B si C. Demonstrati c@ bisectoarea unghiului ACD este perpendicularé pe

bisectoarea unghiului DAB.

Fie <C = x%si <« B = y°,in AABC, cum “A = 90° = x° +y°=90°= x° =90° —y°

sau y® = 90° — 0 e 5p
in ADAB, 4D = 900, « B = y° = «DAB = 900 — YO = X0t 5p
“CAD = 4CAB — <DAB = 90° — x° = S 5p

Fie CF bisectoarea unghiului ACD, F € AB = <ACF = «FCB =~

AE bisectoarea unghiului DAB, E € DB = «DAE = <EAB = % ..................................... Sp

Fie CF N AE = {M}. In ACAM, avem:
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Barem clasa a Vll-a

Se acorda 10 p din oficiu
Partea 1 (60 puncte) Se acorda 7,5 p pentru fiecare raspuns corect

8 ‘\__e)

Partea a II-a (30 puncte)

Problema 9

in triunghiul ABC, BB’este bisectoarea unghiului ABC, CC’ este bisectoarea unghiului ACB,
B’e [AC], C’e [AB]. Stiind ca [BB’] = [CC’], demonstrati ca A ABC este isoscel.

Rezolvare:

Presupunem &B# 4C si fie 4B < 4C = B’C < BC’ (1)

Ducem BD // CC’ 5iCD// AB = BDCC? paralelO@ram ... s 10p
= 4BB’D = 4B’DB

Din (1) = 34DB’C > 4B°DC

Avem £BB’D + 4DB’C > 4B’DC + 4B’DB = FBTIC 1 spsvonsessssurgsasmasisy s s AT 01 10p
= 180" - 4B - 5—22 <180°- 4C - %E = #C < 4B ceea ce este absurd = Presupunere falsa

= 4B = 4C = AABCeste B TR e R ST e 10p
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Barem clasa a VIII-a

Se acorda 10 p din oficiu
Partea I (60 puncte) Seacordd 7,5 p pentru fiecare raspuns corect

| 1. b) «
2. e)
3. d)

\ 4. C) ( )

'\ 5. b)

NN

e 11 d |

Lt

Partea a Il-a (30 puncte)
Problema 9
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Ducem AD L BC, D € (BC), AD = A—%ff. Mediana AM = B—ZC- =18 cm

_ e ; 182
AM = VAB ~AC = AB - AC =182, deci AD = —= = 9 (Lot 10p
AP L (ABC) A

AD 1 BC }T3J_ DI L BCous oo scssisinamsppsass st ebisios{ssspicsoses S5 s g i 111 5p
AD,BC < (ABC)
in APAD, m(A) = 90, rezulta cf. T.P. PD? = PA2 + AD? = PD = 18 Clllcsssressrrsmmssnees 5p
(PBC) N (ABC) = BC . -
DP L BC,DPc (PBC) y =&((PBC), (ABC)) = £(DP,DA) = APDA oo 5p

DA L BC,DAc (ABC)

AD=523=>A‘PD=300=>P'DA:600 5p
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Barem clasa a IX-a Real

Se acordi 10 p din oficiu
Partea I (60 puncte) Seacorda 7,5 p pentru fiecare raspuns corect

1T b
| ]
2 d)
3 d)
4. g
5 a)
6. c)
7. b) -
T 8 ¢)

Partea a I1-a (30 puncte)
Problema 9
Fie ABC un triunghi, O centrul cercului circumscris triunghiului si H ortocentrul

triunghiului. Demonstrati ca:

a) oricare ar fi un punct | M din planul tr1ungh1ulu1 verifica relatia

MH = MA+MB+MC—2 MO

b) OH = OA+ 0B + oc

¢) punctele O, G, H sunt coliniare, unde G este centrul de greutate al triunghiului
(dreapta lui Euler).

a) Fie D diametral opus lui A. DCA = 90° (unghi inscris in semicerc)

— DC L AC,dar BH L AC = DC |l BH (1)



Coon

DBA = 90° (unghi inscris in sen{icerc) —DB L AB, dar CH L AB =DB || CH (2)

Din (1) si (2) = HCDB paralelogram=>ﬁ5= 17 S p - 5p
70 = MA+ MD; MD = MH + ﬁ‘é;ﬁﬁ:ﬁﬁ+§ﬁ=ﬁ§+ﬂ’c’
— 270 = MA+ MH + HBE + HC

HE = MB — MH; HC = MC — MH

Obtinem MO = MA + MB + MC — MH & relatia Ceruta ..o..oovveemmmesrres 5p
b) Daca M coincide cu O rezultd relatia CEIULA .o s 10p

Solutie alternativa:

—_—

OH = 0A + 0B + OC. (Teorema lui Sylvester).

in triunghiul ABC consideram punctele Q mijlocul segmentului [BC], O centrul
cercului circumscris, D € BC astfel incat AD L BCsiHe AD astfel incat AH = 20Q.

Din AOBC, folosind relatia medianei, s obtine: 20Q = OB + OC si avem AH = 20Q= OB +
B oo R Sp

—_—

Din AOAH rezulta OH = OA + AH si se obtine relaia: OH = OA + OB + OC.

Deoarece vectorul OH nu depinde de ordinea in care apar vectorii OA, OB, OC, relatia
OH = OA + OB+ OC fiind simetrica, rezultd ca punctul H este punct comun inalgimilor

TS TR e S5p
o 56 = T L LG 5p
5 0, Gy H COLIMEATE <o vvvvsmsarasnssssssssensenbanyas e s s epmeasesss s B 5p
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Barem clasa a [X-a Umanist

Se acorda 10 p din oficiu
Partea I (60 puncte) Se acordd 7,5 p pentru fiecare raspuns corect

1. c)
2. b)
|
T 4. ¢)
i“ 5. d) )
'ih 6. b)
li [ c)
if 8 d)

Partea a Il1-a (30 puncte)
Problema 9

Se considerd functia f: R — R, f(x) = 2x% = 3mx +m, m € R.

b)

¢)

a) Pentru m = 1, rezolvati ecuatia f(x)=0.

b) Determinati numarul real m astfel incat punctul A(1; 4) sé fie situat pe graficul
functiei f.

¢) Determinati numarul real m astfel incat radacinile ecuatiei f(x) = 0 sa verifice
relatia 2( x; + x3) = 3x1 X3.

Pentrum = 1, avem f(x) = 202 = 3x 4+ 1 oiviirrmnnsrnvemmmammmsnissrsinmmammen s Ip
F) = 0 = 262 — 3x+ 1= 0 coooreeeseeeseenmensssss st 3p
Azl,x1= %,XZ-_—'l ........................................................................ 6p
Conditia A(1; 4) € G T L 61 0 JErE———EER Sp
P ST ———— TR Ut Sp
X1+ X = 5 Xlxz—% ............................................................... Sp
P R SR ——T RS 5p
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Barem clasa a X-a Real

Se acordad 10 p din oficiu
Partea I (60 puncte) Seacorda 7,5 p pentru fiecare raspuns corect

Partea a I1-a (30 puncte)
Problema 9

O gradina de forma unui triunghi echilateral cu latura de 500 m, imprejmuitd cu gard,
este impartitd in parti egale de forma unor triunghiuri echilaterale cu Jatura de Sm, avand laturile
paralele cu gardurile exterioare ale gradinii. In fiecare triunghi a crescut cate o varza.

Un iepure se plimba prin gradina, trecand dintr-un triunghi in altul care are o laturad
comuna cu primul, faré sa treacd de doud ori prin acelagi triunghi.
a) Céte verze sunt in gradina 7
b) Care este numarul maxim de verze care pot fi méncate de iepure la o trecere prin
gradina ?

Solutie:

a) Gandind triunghiul mare impartit in 100 de nivele, pe nivelul k de la varf spre baza se
T T s A———— R Sp
in total, gradina are 143 +5+...+199 =10000 8 VETZE sueusessenmennisssissnpsasomsnisbimssssss Sp

b) Coloram triunghiurile mici alternativ in alb si negru, ca la tabla de sah, astfel incat
triunghiurile din vérfurile triunghiului mare sa fie negre.
Pe nivelul k avem k triunghiuri negre, deci numarul total de triunghiuri negre va fi
TN TR o o DO —— e Sp
Restul de 4950 sunt triunghiuri albe. In plimbarea iepurelui se alterneaza triunghiurile
albe si negre, iar traseul va fi maximal cand pleacd dintr-un triunghi negru, parcurge
toate triunghiurile albe si se termind intr-un triunghi negru. Numarul maxim de
triunghiuri parcurse, deci numarul maxim de verze ce pot fi mancate de iepure, va fi
Ll T o) P —————— LR R 15p
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Barem clasa a X-a Umanist

Se acordd 10 p din oficiu
Partea I (60 puncte) Se acordd 7,5 p pentru fiecare raspuns corect

]

— T 5|

{r 3. a)

-4 d)

| = 5 .
6. c)
7. d)
8. c)

Partea a Il-a (30 puncte)
Problema 9

b [ a
Si se arate ca a9 -+ b9a - ¢'9% =1,V a,b,c € R}

lg%-lga+lg§-lgb+lg%-lgc= .................................................................... 10p
(lghb — lgc)lga + (lgc — lga)lgb + (lga —Igb)lgc = 0 adevarat ........o.oovvens 10p




Barem clasa a XI-a Real
Se acordd 10 p din oficiu
Partea I (60 puncte) Se acorda 7,5 p pentru fiecare raspuns corect

Partea a 11-a (30 puncte)
Problema 9
Marc vrea sa planteze in curtea casei sale meri gi peri. Curtea are forma unui patrat cu
latura de 16m, pe care Marc il imparte in 16 patrate egale cu latura de 4m si in centrul fiecarui
patrat mic planteaza cate un pom. El isi propune ca pe fiecare rand orizontal sau vertical sa aibd
cate un numar impar de meri.
b) Cate modalitati de plantare exista?
¢) Daca gradina ar fi avut dimensiunile 20m x16m , impartita in 20 de patrate cu latura

de 4m, cate modalitdti de plantare ar exista?
Solutie:

a) Gandim gradinacapeo matrice 4x4 cu elemente +1, unde 1 corespunde unui par,
iar -1 unui mar. Dorim ca produsele elementelor de pe fiecare linie si de pe fiecare
COLOANE S8 F18: =T v cisssissssssemsensshsiasssrasensesasehimaptsesseeani s B 10p
Oricum s-ar completa cu £l matricea aflata la intersectia primelor trei linii cu
primele trei coloane, avem completare unicd pentru primele trei elemente ale liniei
4 si pentru primele trei elemente ale COlOANET 4. ..o 10p

Poate fi completat unic si elementul de pe pozitia (4,4), prin urmare vom avea
atatea modalitati de plantare cate matrice existd in M ({—1,1}), adica2’ =512...5p
b) Cu rationamentul de mai inainte, nu vom reusi sd completdm pozitia (4,5) , din

motive de nepotrivire a paritatii, deci in acest caz exista 0 modalitati de plantare.......cooeeeee Sp




Barem clasa a XI-a Umanist

Se acorda 10 p din oficiu
Partea I (60 puncte) Se acordd 7,5 p pentru fiecare raspuns corect

L c)
| 2. b)
E 3. c)
} 4. e) f
5 d)
6. a) i
‘ T e)
8 C)

Partea a II-a (30 puncte)
Problema 9
Intr-un portofel avem monede de 50 de centi i monede de 2 euro. In total 15 monede

pentru o valoare de 15 euro. Cate monede sunt din fiecare fel?

Fie x numarul monedelor de 50 centi

y numarul monedelor de 2 euro
Obtinem X +y =15 (1)t Sp
2euro=4- 50 centi; 15 euro =30 ' 50 CENI wovvriiiiiiiiiinisiiii e Sp
x - 50centi+y-2euro=15euro & x-S0 centity 4" 50 centi = 30 - 50 centi &
x +4y =30 ) s SR 10p

Rezolvand sistemul format din ecuatiile (1) si (2), obtinem x =10 §1y =5 oceernes 10p
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Barem clasa a XII-a Real

Se acorda 10 p din oficiu
Partea I (60 puncte) Se acordd 7,5 p pentru fiecare raspuns corect

T o)
2. e)
3s e)
] 4. a)
s by
6. a)
7 b) ’
8 c)

Partea a II-a (30 puncte)
Problema 9
Pentru orice n € N*, se considera functiile f;, : R = R, f(x) = [sinnx| si numerele

I, = fzn———fnix) dx

T
a) Sa se calculeze fon fo(x)dx -

b) Demonstratica [,, <In2
c)Aratatica: [, = 2 (L+ A% et )

7 \n+1 | n+z
a) [o f(x)dx = oIS 22]dx = oiinisineerennii s s 1p
= fogsin 2% G = [ S0 ZH @H ... oisicisons 22155 sssssmmmonyx sy swmsame s 33 ERHRGRS 78855 5p
2

ocoszfecosmlT e ip

2 0 2 i

2
By = [P G < [2TL g 12 10p

¢) Daca facem substitutia nx = t, rezulta ca:

_ r2nmlsint| (n+1)1t|smt| (n+2)m |sint| 2nm |sin t| g
Iy = fnn = d fm dt + f(n+1)n : dt + -+ fon_ iy dt...Sp

f(k+1)n|sin £l dt =

1) f(k+1)7r|smt| dt

Cum, pentru k =n, n+1,...,(2n - 2 (k+1)n (k+ D)7

o k+1)m, . T, .
(deoarece, cu substitutia y = t — k1 avem : fk(n ) |sint| dt = fo [siny|dy =

[Tsinydy = —cosylf =2), rezultacaly 2 % (i+ S e i) .............. S5p

n+1 n+2



